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Kandidatprogrammet i matematiska vetenskaper
Hosten 2018

Modellsvar till 6vning 4

Uppgift 1. Visa med hjéilp av definitionen av gransviarde och triangelolikheten att for
varje normrum (V) [|-]|) géller:

(a) Om (z) och (yi) ar foljder sa att z, — x och yp — vy, sa giller v +yr — v+ y.
(b) Om (ay) ar en f6ljd i R, (xx) &r en foljd i V och ar — a, xp — z, sa géller
apTi — ar.

Notera: resultatet finns i Vaisdlas bok, men meningen med uppgiften ar att ge ett annat
bevis.

Losning 1.

(a) Lat U vara en omgivning kring punkten z + y. D& finns det ett r > 0 for vilket
B(z +y,r) C U. Vélj nu n,, n, sa att

x, € B(x, g),Vn > Ny,
Yo € Bly,5).¥n = n,,

och 1at n,, = max{n,,n,}. Nu foljer att
[0+ yn = (& + Y| < [z = 2l + [lyn = yll <70 > 4y,

Pastaendet foljer.
(b) Det racker att vi visar pastaendet for alla 6ppna klot kring az. Valj r > 0. Vi
borjar med att gora ett estimat,

lanzn — azx| = ||anzn — anr + anz — az|| < |lan(z, — 2)| + [[2(an — a)]
= lanlllzn — 2| + l|lz|l|an — af
< (lan — al + a])|lzn — 2| + [lz]llan — al.

Valj n, sa att

|an—a|<2 ,Vn > ny,.

r
([J]] + 1)
Vi kan nu vidare utveckla vart estimat

|lanx, — az|| < (2

r r
——— + |a]) ||z, — || + =,V > n,.
([J]] + 1) 2

Vilj nu n, sa att

r

2(5en T lal)

),Vn > n,.

l2n — || <

Estimatet antar nu formen
|anz, — azx|| < r,¥n > max{n., n.}.

Pastaendet foljer.
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Uppgift 2. Undersok om foljande foljder (x,) i R™ konvergerar. Bestam gransvéirdena
i de konvergenta fallen.

(c) x, = (sin(1l +n~ 1), arctan n, n=19).

Losning 2. For den hér uppgiften dr det bra att notera att projektionerna fran R"™
till var komponent ar kontinuerlig och att ifall en foljd x,, — x och f &r kontinuerlig
foljer att f(x,) — f(x). Av dessa tva observationer foljer att for att en foljd i R™ skall
konvergera maste den nédviandigtvis konvergera i var komponent.

(a) Vi vet fran analys att foljden (—1)" inte konvergerar i R. Dérmed konvergerar
inte (n= e, (—1)") i R,

(b) Foljden n konvergerar inte i R. Med samma resonemang som i a) konvergerar
inte foljden i fraga i R3.

(c) Mérk att varje komponentfunktion konvergerar.

sin(1 +n~') — sin(1), arctan(n) — g,n_lo —0

Det &r vart att observera att ifall en foljd konvergerar under varje projektion sa
konvergerar foljden dven i produktrummet. Ténk pa situationen i att allmént
produktrum av m metriska rum. Lat produktrummet ha e; metriken. Lat r» > 0.
Vilj nu ny,no, ..., Ny, m sa att

Ai(pi(a). i) < ¥ > s

Det foljer att

d(zy, 7) < Zdi(pi(xn), pi(z)) <.

Av vilket pastaendet foljer. Och eftersom
di(pi(wn), pi(z)) < d(2n, ),

foljer att konvergensen faktiskt kan sigas konvergera komponentvis. Vilket be-
tyder att dven i vart fall konvergerar foljden i fraga och att den konvergerar mot

punkten (sin(1), 7, 0).

Uppgift 3. Antag att a € X och att (z,) ar en foljd i rummet X sddan att varje
delf6ljd har en delf6ljd som konvergerar mot a. Visa att z, — a.

Losning 3. Anta att x,, inte konvergerar mot a. Da kan ett € > 0 véljas sa att for varje
m € N finns ett k > m s& att d(zg,a) > e. Lat nu 2} = x,,, for vilket d(z,,,a) > e,
och vilj sedan x}_ | = %y, ,, d(Tm,,,,a) > € och myy > max{m,,...,my}. Delféljden
x! konvergerar inte mot a eftersom d(x),a) inte gar mot 0. Vilket dr en motségelse.
Pastaendet foljer.
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Uppgift 4. Antag att z,, = (cos(nw/2),sin(n7/2)) € R?. Bestim anhopningsviirdena
till foljden (z,,). Sok for varje anhopningsvéirde en delfljd som konvergerar mot det.

Losning 4. Lagg maérke till att eftersom bade sin och cos ar 27 periodiska foljer att
efter n = 4 borjar foljden uprepa sig sjalv. Eftersom dessa punkter uprepas oéndligt
manga ganger ar vart och ett av dem ett anhopningsvéirde. Inga fler anhopningsvirden
existerar eftersom varje annan punkt i R? har en omgivning som ir disjunkt fran alla
vérden i foljden.

Angaende konvergerande delféljder har vi
Tyn—3 = (cos(m/2),sin(7w/2)) = (0,1)
Zan—2 = (cos(m),sin(m)) = (=1,0)
Tgn—1 = (cos(371/2),sin(37/2)) = (0,—1)
= (cos(2m),sin(27)) = (1,0)

Uppgift 5. Granska foljden (f,,) i normrummet C|0, 1] med normen |-|o dér |g|e =
supseoq|9(t)]) och f(t) = e'/™ for ¢ € [0,1] och n € N. Visa att f, — 1, dér 1(t) = 1
for varje ¢t € [0, 1]. (Tips: medelvirdessatsen)

Losning 5. Vi kommer att anvinda oss av foljande konsekvens av medelvardessatsen.

o L= 10)
e,y t—0 t€[0,1]
Olikheten foljer direkt efter att applicera supremum forst till hoger och sedan till vianster.
Notera att for att veta att supremum existerar forlitar vi oss pa att funktionerna ar
kontinuerliga, och att de déarfor har ett maximi virde Over begrdnsade intervall. Vi
anvander oss alltsa ocksa av att f’ dr kontinuerlig.

fn(t) = fn(0)

lim |f, — 1|oc = lim sup |f,(f) — 1| = lim sup | t|
n—o0 n—oo tG[O 1 n—oo tE[O,l} t — O
et/n
< Tim sup [ £4(6)] sup [f| = lim sup |—|
=00 4e(0,1] te0,1] n=0¢cio,] T
1/n
= lim —— =0
n—oo M

Notera: Det ar ratt enkelt att visa att konvergens med avseende pa sup normen ér samma
sak som likformig konvergens. Vi har alltsa visat att foljden konvergerar likformigt.

Uppgift 6. Antag att (z,,) ar en f6ljd i rummet X. Visa att méngden av anhopn-
ingsvérden till féljden &r sluten.

Losning 6. Lat a € X vara en punkt som inte &r ett anhopningsvérde till (z,,). Da finns
det en omgivning U kring a som svarar mot ett andligt index n, for vilket foljden inte
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langre har punkter i U for index storre dn n,. Déarmed ar hela U en méngd av punkter
som inte dr anhopningspunkter till foljden (z,). Méngden av punkter som inte utgor an-

hopningspunkter till (x,) &r ddrmed 6ppen. Det foljer att mangden anhopningspunkter
ar sluten.



